
1.
Регуляризация интегрального уравнения Фредгольма первого рода методом А.Н. Тихонова.


В этом семестре мною была продолжена работа над программой, реализующей метод регуляризации интегрального уравнения Фредгольма первого рода посредством решения системы уравнений, аппроксимирующей уравнение Эйлера для сглаживающего функционала.


Некорректно поставленные  задачи характеризуются тем, что сколь угодно малые изменения исходных данных могут приводить к произвольно большим изменениям решения.   Исходные данные в эксперименте всегда получаются приближенно, поэтому неустойчивость некорректных задач приводит к практической не единственности решения.  Интегральное уравнение Фредгольма первого рода является некорректно поставленной по Адамару задачей, поэтому непосредственно решать систему уравнений, аппроксимирующую уравнение Фредгольма, не имеет практического смысла.


В моей работе на степень бакалавра изложен метод регуляризации А.Н. Тихонова, который лёг в основу программы, находящей приближённое решение интегрального уравнения Фредгольма первого рода.   Данная программа написана в двух различных средах:  Maple v5.5  и  Borland Delphi v4.0.   Система программирования Delphi, в основе которой лежит язык Pascal, хорошо подходит для создания программных комплексов, удобных при практических исследованиях.   По этой причине все разработки в этом семестре велись в среде Delphi.

За отчетный период удалось внести в программу свойства, повышающие её полезность.   В частности, добавилась возможность плавной анимации графика решения при изменении любого количества параметров.   Основные моменты работы пользователя с программой изложены ниже.


Программа рассчитана на работу в операционных системах Windows’95/98/NT.   Окно программы состоит из блокнота вкладок и панели, содержащей управляющие кнопки (см. Приложение 1).   Снизу окна расположена статусная строка, в которой появляются сообщения о виде текущей работы и проценте её исполнения.


На вкладке [Задача] пользователю предъявляется интегральное уравнение Фредгольма первого рода, приближённое решение которого рассчитывает программа.   Ниже расположено ядро этого уравнения, для которого проводились все тестовые расчеты.   Ядро может быть изменено только в тексте программы.   Так же на этой вкладке расположены три варианта точных решений.   Для проведения расчетов пользователь может выбрать одно из выражений.   По данному точному решению программа формирует точную правую часть и запускает процесс регуляризации.   Впоследствии на графике можно сравнить точное и полученное приближенное решения.


Во вкладке [Параметры уравнения] расположены два блока с параметрами.   В первом блоке можно выбрать одно из тестовых точных решений и метод выбора параметра регуляризации (фиксированное значение параметра либо поиск по принципу обобщенной невязки).   Во втором блоке располагаются прочие параметры уравнения: нижний и верхний пределы интегрирования, левая и правая граница интервала аргумента правой части, количество узлов сетки, погрешности задания оператора и правой части, точность решения уравнения невязки, начальное значение параметра регуляризации, максимум итераций в методе хорд.   Также можно задать количество кадров в анимационной последовательности и время показа одного кадра этой последовательности (в миллисекундах).


Каждый параметр представлен двумя полями ввода.   Первое поле соответствует первому кадру, а второе поле — последнему кадру анимационной последовательности.   В промежуточных кадрах программа генерирует значения параметров с тем расчетом, чтобы эти параметры изменялись с равным шагом.   Программа допускает наличие различий во всех полях ввода одновременно.   При этом значение каждого параметра в каждом кадре вычисляется независимо от остальных.


Вкладка [Графические параметры] содержит блоки, задающие графическую область и объекты для прорисовки.   В первом блоке находятся параметры, определяющие диапазон оси абсцисс, диапазон оси ординат, центр системы координат (не обязан быть в нулевой точке), шаг числовых значений, количество сегментов подсетки (располагающихся между числовыми значениями), размеры графической области (изменяются только при изменении размеров окна).   Второй блок содержит флажки, определяющие, будет прорисован соответствующий объект, или нет: крупная сетка (соответствующая числовым значениям), мелкая сетка (подсетка), оси координат, числовые значения, точное решение, приближённое решение по методу Тихонова, решение, полученное методом Гаусса для системы уравнений, аппроксимирующей уравнение Фредгольма.   Обычно решение, полученное методом Гаусса, имеет вид «пилы» большой амплитуды, поэтому имеется флажок, при установке которого программа будет вписывать эту «пилу» в окно вывода.


Вкладка [График] служит для отображения соответственно графиков точного решения, приближенного решения, полученного методом регуляризации, решения, полученного методом Гаусса.   Для удобства пользователя программа чертит систему координат с числовыми подписями в узлах крупной сетки.   Отображение любого из компонентов можно запретить, сбросив флажок во вкладке [Графические параметры].   При изменении размеров окна график соответственно изменяет свои размеры, сохраняя, однако, форму квадрата.


Вкладка [Отчет] служит для отображения отчета, в который помещаются исходные данные (уравнение, его ядро, аналитическое выражение точного решения), а также значения на сетках: правой части, соответствующей точному решению, точного решения, приближенного решения, правой части, соответствующей приближенному решению, и другие данные о ходе вычислений.


В начале работы с программой необходимо задать точное решение, метод поиска параметра регуляризации и начальные параметры уравнения с учетом возможности задания различных значений параметров в первом и последнем кадрах анимационной последовательности.   После подготовки всех параметров можно нажать кнопку [Произвести расчет].   При этом программа найдет приближенное решение уравнения с учетом изменения параметров для каждого кадра и сохранит графический вид получившихся кадров в памяти.


Кнопка [Построить график] приводит к построению графика, соответствующего последнему кадру.   Кнопка [Просмотреть анимацию] позволяет просмотреть всю анимационную последовательность.


Кнопки [Просмотреть отчет], [Изменить параметры уравнения], [Графические параметры] осуществляют переключение блокнота на соответствующие  вкладки.


2.
Результаты численных экспериментов.


В ряде тестов программа решала интегральное уравнение Фредгольма первого рода
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Для тестовых расчетов использовались следующие точные решения задачи:
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Программа тестировалась с параметрами: a=0, b=1, c=-2, d=2, de=10-8, h=10-10, (=0,0004.   В Приложении 5 данной работы приведен пример отчета программы для точного решения z2 на сетках n=21.

Для визуализации результатов вычислений программа строит график, на котором отображаются три кривые: точное решение (жирная линия), полученное решение регуляризованного уравнения и решение, полученное методом Гаусса для системы уравнений, аппроксимирующих уравнение Фредгольма (пунктирная линия).   В  Приложениях 2, 3, 4  приведены примеры графиков для точных решений z1, z2 на сетках n=21 и n=41.

Ясно видно, что решение задачи, найденное методом Гаусса, не приближает точное решение, а имеет характерный вид «пилы» большой амплитуды.   Это наглядно показывает некорректность задачи решения интегрального уравнения Фредгольма первого рода.

Результаты численных экспериментов показывают, что метод регуляризации дает приемлемый результат на сетках порядка 30 точек.   На сетках более 50 точек найденное приближенное решение практически совпадает с точным.

Можно заметить также, что величина отклонения приближенного решения от точного зависит от характера точного решения.   Для более гладких функций приближения имеют достаточно малые отклонения даже при небольшом количестве узлов сетки.

Время работы программы на современных ЭВМ составляет единицы секунд на сетках порядка 500 точек, что дает возможность широко использовать численный метод регуляризации для решения практических задач.


3.
Методы оптимизации.


В текущем семестре мною была написана программа для демонстрации методов оптимизации функций многих переменных.   На данный момент реализован метод скорейшего спуска, который подробно изложен в моей курсовой работе за 2000 год «Метод скорейшего спуска при отыскании минимума функций многих переменных».


Программа написана в среде Borland Delphi v4.0 и рассчитана на работу в операционных системах Windows’95/98/NT.   Окно программы состоит из блок-нота вкладок и панели, содержащей управляющие кнопки (см. Приложение 6).   Снизу окна расположена статусная строка, в которой появляются сообщения о статусе текущей работы и проценте её исполнения.


Во вкладке [Параметры уравнения] расположены три блока с параметрами.   В первом блоке можно выбрать одно из тестовых уравнений  z=z(x,y), метод отображения графика, метод построения линий уровня.   Во втором блоке располагаются: координаты начального приближения (x0,y0), точность вычислений eps, шаг сканирования при определении отрезка для поиска одномерного минимума h_step,  радиус области, за которую не может выходить решение,  пауза (в миллисекундах) между показами каждого шага итерации.   В третьем блоке находятся поля ввода значений шага и «толщины» линии уровня, построенной «пороговым» методом.


Вкладка [Графические параметры] содержит три блока.   В первом блоке находится настройщик цветов всех графических объектов.   Выберите номер объекта и измените цветовые компоненты палитры RGB (в диапазоне от 0 до 255).   Таблица соответствия номеров цветов графическим объектам находится в файле  ”palitr10.dat”.    Текущий настраиваемый цвет отображается справа от полей редактирования.   Также в первом блоке можно задать количество цветов при градиентной заливке карты высот и установить флажок прозрачности линий уровня.   Во втором блоке находятся параметры, определяющие диапазон оси абсцисс, диапазон оси ординат, центр системы координат (не обязан быть в нулевой точке), шаг числовых значений, количество сегментов подсетки (располагающихся между числовыми значениями), размеры графической области (изменяются только при изменении размеров окна).   Третий блок содержит флажки, определяющие, будет прорисован соответствующий объект, или нет: крупная сетка (соответствующая числовым значениям), мелкая сетка (подсетка), оси координат и числовые значения.


Вкладка [График] служит для отображения тем или иным способом карты высот, линий уровня, системы координат и трассы, образуемой итерациями одного из методов оптимизации.   При изменении размеров окна график не изменяет своих размеров до тех пор, пока не будет принудительно перерисован кнопкой [Построить график].


Вкладка [Отчет] служит для отображения отчета, в который помещаются параметры исследуемой области (интервалы изменения аргументов по осям абсцисс и ординат), координаты начальной точки, координаты найденной точки минимума и значение функции в ней,  количество итераций, проведенных методом спуска.   В отчет также включается вся «трасса» итераций: номер шага, координаты точки на данном шаге и значение функции в этой точке.   Пример отчета см. в  Приложении 8.


В начале работы с программой необходимо задать одно из уравнений, метод оптимизации, метод отображения графика и линий уровня, начальную точку и другие параметры.   После подготовки всех параметров можно нажать кнопку [Отобразить график].   При этом программа строит карту высот способом, указанным в свитке [Метод отображения графика].   Это может быть физическая карта, изображаемая десятью фиксированными цветами, каждый из которых настраивается в блоке [Цвета]  вкладки  [Графические параметры].   Для работы с произвольным количеством цветов (это число задаётся вместе с настройкой цветов) необходимо выбрать метод отображения графика «Градиентная заливка».   Каждый уровень высоты функции получает цвет, полученный интерполяцией от двух базовых цветов, задаваемых в блоке параметров [Цвета].


Кнопка [Построить линии уровня] приводит к построению линий уровня методом, указанным в свитке [Метод построения линий уровня] — либо анализ карты высот, либо пороговый метод.   При работе первым методом программа сканирует карту высот и строит линию уровня в местах смены цвета.   Этот метод работает как для физической карты высот (фиксированные десять цветов), так и для градиентной заливки.   Второй метод позволяет строить линии уровня заданной толщины (измеряемой в единицах значений функции) с заданным шагом по «высоте».   В блоке [Цвета] имеется флажок, при установке которого линии уровня не изменяют карты цветов.   По умолчанию при рисовании линий уровня карта высот заменяется на фоновый цвет.


Кнопка [Натянуть сетку] предназначена для вывода системы координат с числовыми подписями в узлах крупной сетки.   Отображение любого из компонентов системы координат (крупная и мелкая сетки, оси координат и числовые подписи в узлах крупной сетки) можно запретить, сбросив флажок во вкладке [Графические параметры].
Кнопка [Начать итерации] производит запуск метода «скорейшего спуска», при работе которого сохраняются координаты точек во всех итерациях и значения функции в этих точках.   После приближения к точке минимума (т.е. при достижении расстояния между точками соседних итераций меньше eps) счет останавливается, и программа начинает графический показ трассы итераций.   Каждая следующая точка появляется после задержки, величина которой задается в поле «Время показа одного кадра» в миллисекундах.   Если эта величина равна нулю, то все точки трассы показываются сразу.   Движение по трассе итераций можно остановить в любой момент, нажав на кнопку [Стоп].


После отображения карты высот становится доступной ещё одно свойство программы: движения указателя мыши над областью графика сопровождаются синхронным изменением переменных  x, y, z  на управляющей панели.   Переменные  x, y  соответствуют пикселю, находящемуся под указателем мыши, а переменная  z — значению функции в этой точке.


4.
Результаты численных экспериментов.


Для проведения тестовых расчетов использовались три функции:

z1 = x2 + y2,

z2 = (y – x2)2 + (1 – x2)2,

z3 = sin(r) / r,  где  r = (x2 + y2)1/2.


Функция z1 минимизируется за три итерации c высокой точностью:

z1(-5.172757790335E-22, 5.172757790335E-22) = 5.351484631495E-43


Функция z2 имеет овражный вид, поэтому количество итераций сильно зависит от координат начальной точки.   В  Приложении 7  приведен пример линий уровня этой функции вблизи начала координат и трасса «скорейшего спуска».   В  Приложении 8  находится отчет программы «Методы оптимизации» для функции z2 с начальной точкой (30.0, –30.0).   При этих условиях счет был остановлен только спустя 43 итерации.   Если начальной точкой взять точку с координатами (1.0, –1000.0), то программа сделает 765 итераций, довольно точно приблизившись к минимуму.


Таким образом, данная программа позволяет находить минимум функций многих переменных, работая при этом достаточно быстро даже для функций сложной конфигурации.   Графический интерфейс программы позволяет использовать её не только в научной деятельности, но и для проведения лабораторных работ по курсу «Методы оптимизации».
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